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INTRODUCTION 
Une generalisation de certains r&hats classiques de l’analyse 
harmonique a CtC obtenue par J. Delsarte [I] et B. Levitan [3] en 
associant un operateur de translation gCnCralisCe a l’operateur 
differentiel 
L(u) = $ - q(x) 11 
oh q(x) est une fonction reelle, definie pour x positif. 
Soit w(h2, x), la solution pour h complexe et x positif, de l’equation 
differentielle 
L(u) + A% = 0 
satisfaisant aux conditions initiales 
u(0) = a $(O) = b. 
Nous noterons a(X2, x), la solution correspondant a (CZ = 1, b = 0) 
et /?(h2, x), la solution correspondant a (CZ = 0, b = 1). Alors 
W(h2, x) = UC@, x) + b&v, x). 
A. Povzner [5] introduisit la notion d’algbbre de Banach associee 
aux operateurs de Delsarte-Levitan, dont les caracteres sont les 
fonctions w(h2, X) associees a un couple (a, b). 11 montra que, si 
s,” (1 + x2)1 q(x)/ dx existe, les solutions de L(u) = 0 s’ecrivent 
4&x> = 43 + P&91 + BP + d41 
ou (; = 1, 2), vi(x) est bornee et tends vers zero ainsi que sa derivee 
quand x augmente indefiniment. 
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Les recherches auxquelles nous nous sommes livrtes nous per- 
mettent de montrer que les algebres introduites par Povzner peuvent 
etre rang&es en quatre classes correspondant, avec nos notations, 
23 (a # 0, A # O), (a = 0, A # O), (u # 0, A = O), (a = 0, A = 0). 
Dans un examen detail16 du cas (a # 0, A = 0), V. Marchenko [4] 
a etudiee la structure d’algebre de Banach commutative correspondante. 
Pour ce produit, Ll(dx) est isomorphe a L’(dx) @ CM ou Ll(dx) est 
munie du produit de convolution usuel et oh M est un entier fini. 
Dans une premiere partie, nous etudierons le cas (u = 0, A # 0) 
avec des hypotheses moins fortes que celles de Povzner et Marchenko, 
et montrerons 
THI?OR&ME 1. SiJ” x / q(x)/ dx existe, si limz+co S/3/8x(0, x) $: 0, on 
peut munir Lf(x dx) d%ne structure d’algdbre de Banach commutative 
dont les caracteres sont lesfonctions /3(h2, x). Cette algebre est isomorphe 
4 Ll(x dx) @ CN ozi Ll(x dx) est munie du produit 
fog(x) = t jj fWg(v) dudv 
u+v>z> /u-VI 
qui lui donne une structure d’algdbre de Banach dont les caractkres sont 
les fonctions (sin Ax)/h. 
Nous contribuerons ensuite a l’etude de la structure don&e a 
Lr(x dx) par l’operation o. 
THBORBME 2. Les fonctions reelles telles que F(0) = 0, quatre fois 
continument derivables, opkrent dans l’algebre des transformees de 
Gelfand de Ll(x dx) pour l’opbation notee o. 
Dans la deuxieme partie, consacree au cas ((general 0, nous 
montrerons 
THI?OR&ME 3. Si J: (1 + x2)1 q(x)/ dx existe, si (e # 0, A # 0), 
on peut munir L1(( 1 + x) dx) d’ une structure d’algebre de Banach 
commutative dont les caractlres sont les fonctions w(h2, x). Cette algkbre 
est isomorphe d L1(( 1 + x) dx) @ CN ozi L1(( 1 + x) dx) est munie du 
produit 
fog+&f*‘kJ 
qui lui donne une structure d’algtbre de Banach dont les caractbres sont 
les fonctions cos hx + (sin hx)/h. (Le produit de convolution est calcule’ 
en prolongeant les fonctions par paritt SW la demi droite negative.) 
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Une etude complete devrait envisager le cas (CZ = 0, A = 0). 
Nous n’examinerons toutefois pas ce cas qui est tres particulier et 
qui ne possede pas d’exemple simple auquel on puisse le ramener. 
Dans la suite, nous noterons 
llflll = j; IfW & llfllz =j,” If@>l x dx, 
llf Il1+r = s m IfW (1 + $1 dx 0 
Dans la premiere partie ou aucune confusion n’est possible, nous 
noterons en outre Lr(x dx) = L1. 
PREMIERE PARTIE 
Dans cette partie, nous utiliserons des hypotheses moins fortes que 
celle introduite par Povzner en remplacant les conditions 
s m (1 +x2) I &)I dx < 03, B(O, 4 non borne, 0 
Par 
s 
m xl q(x)1 dx < ~0, 
0 
$+% g (0, x) # 0. 
PROPOSITION 1. /3(h2, X) peut se mettre sous la forme 
/v2, 4 = 
sin hy y + j’B(x,y+dy 
0 
ozi B(x, y) est une function dbjnie pour 0 < y < x, satisfaisant 
s ’ I W,y)l dy < K 0 (2) 
f” 4 B(x, y)l dx < 2Ky 
‘Y 
ozi K est une constante$nie. 
Dtmonstration: Posons e(h2, X) = 01(A2, x) + iA/3(X2, x). Alors, e(h2, X) 
est solution de l’equation integrale de Volterra 
62(X2, x) = eiAz + j; sin ‘(; - t)q(t) e(X2, t) dt. 
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Nous formons une suite rkcurrente convergent vers e(h2, x) en 
posant 
eo(h2, x) = eiA”, en(h2, x) = eiAs + j: Gn A(; - t)p(t) en-,(h2, t) dt. 
Alors, 
e,(x2, x) - endl(x2, x) = jl sin “‘; - t, q(t)[en+(X2, t) - en-2(X2j t>l dt 
= j=+ j;:=, . . . j;yoq(tl) . . . q(tJ Sin y - 4) ***  
n 
x sin Y42-1 - tn> ei”a dt 
h 1 
-1. dt,, . 
Soit d’autre part h( y), la fonction qui vaut 1/2h sur [--h, h] et z&-o 
ailleurs. 
s m sin Ah -02 h(y) e+@ dy = oh . 
Si l’on fait le produit de convolution de telles fonctions, 
I m h, *h, * sin Ah, sin Ah, a** * h,(y) e&Y dy = hh, ___ . . . Ah, sin --m hh2 Xhn 
On pourra done Ccrire 
sin h(x - tl) sin h(t, - t2) . . . sin h(t,-, - tn) = m  
X(x- wt1 - t2) h(L-1 - L) s 
E(y) e-iAg dy 
--m 
oh E(y) s’obtient en effectuant le produit de convolution des fonctions 
valant 1/2(t,-l - ti) sur [ti - tiwl , t,-l - ti] et z&o ailleurs. E(y) 
est done une fonction paire, nulle pour y > x - t, . 
sin X(x - tl) . . . sin h(Ll - 4J eiAt _ m  
xx - tJ X(tn-l - t,) n - I 
E(y) e--i*@+ dy 
-rn 
= je E(tn - y) eiAY dy. 
--m 
E(t, - y) sera nulle pour / y j > x, et nous pouvons poser 
e,(P, x) - en-,(h2, x) = jz A,(x, y) eiAy dy 
--z 
4% Y) = jz; =. q(tl) a-. q(tn)(x - tl) e-s (t,+l - t,)E(t, -y) dt, **. dt, . 
1 
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Alors, si 
A(% y> = 2 &(X,Y) 
n=1 
e(h2, x) = e”AZ + j= A(x, y) &’ dy 
--2 
P(h2, 4 = 
e(P, x) - e(h2, x> sin Xy 
2ij) = y + j’ A(~,y)~dy. --o 
En posant B(x, y) = A@, y) - -4(x, - y), on obtient 
B(h2, 4 = 
sin hy 
SF + j5 B(x, y) /\ dy. 
0 
(1) 
Ayant obtenu la premike partie de la proposition, ils nous reste 
B dkmontrer les deux majorations. Pour cela, nous allons d’abord 
dkmontrer que E(y) est croissante pour y nkgatif et dkcroissante 
pour y positif. Cette propriM se vCrifie par rkcurrence. 
E’(y) = &oI + x - 5) - UY - x + t1) 
2(x - 5) 
si l’on a po& E(y) = h, * I&(y) oh h,(y) est la fonction valant 
1/2(x - tl) sur [tI - X, x - tJ, et z&o ailleurs. E1( y) ayant la 
propriCtC annonde, il en sera de m&me pour E(y). 
Posons alors B,(x, y) = A,(& y) - A,(x, -y) et 
J(x, Y> = (x - h) [E(L - Y) - w&t + Y)l. 
La propriM prCcCdente entraine 1(x, y) > 0. 
W%Y) = jlZO ... jtm, ‘--lq(tl) ... q(tn)(tl - t2) ... (tnel - t,) I(x,y) dt, ..* dt,, 
avec 
I(% y) = (x - Wl * &(4l - Y) - 4 * %I + Y)l. 
E,(y) est alors une fonction paire, nulle pour ( y [ > t, - t, , ce qui 
permet d’kcrire 
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En remplacant 1(x, y) par sa valeur et en inversant l’ordre des 
integrations, on obtient 
I z I wx, Y)l f-?Y 0 
4(x) = jz 1(x, Y) dy 3 0 
0 
En examinant les diverses possibilids, on voit que le crochet est 
major6 par 2t, . Comme Jim E,(z) dx = 1, I,(x) < t, , et, en 
majorant ti - ti+l par ti , 
Alors, s,” I B(x, y>l 4 f 44, avec 
4-4 = 1 + j," I dtdl t, 4 + j: 
"5 
= 1 + 1 I q(t)1 tz(t> dt 
‘0 
et z(x) satisfait a l’equation dXerentielle 
Comme x(O) = 1, Z(X) = exp(c ) q(t)] t dt), et 
f ix 
5 
I W,Y)/ dy < K avec K = exp [I o I q(t)1 t dt]. (2) 0 
Pour dCmontrer la seconde majoration, nous transformons d’abord 
en lui ajoutant la quantite 
1 
2 x-tl+t,-w s 
tl-“+tn+y qz) & - ; j’,,r,, E,(z) dz 
+ t, t, Y 
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qui est nulle d’aprb la parite de E,(z). Alors 
et on peut encore tcrire 
G s,, *** s;-:, I q(tl) -‘+ q(tn)l (tl - tz) ... (c-1 - t,) MY) 4 ..- dtn n 
avec 
I,(y) = jm&y) x dx 3 0 
Y 
En examinant les diverses possibilids, on voit que le crochet est 
major-e par 4yt, . Alors, I,(y) < 2yt, . 
ja xl &z(x, r)l dx d 2~ j,=, I dt,)l t, 4 1.. j;;; I d&d/ tn & v n 
Le calcul fait pour majorer c / B(x, y)/ dy s’applique, et 
s m xl B(x, y)l dx < 2Ky 
m 
avec K = exp 
is o I dt)l t dt). (3) ?I 
Remarque. La condition Jr 1 q(t)/ t dt < CQ semble peu naturelle, 
car q(x) n’est definie que a une constante pres puisque nous cherchons 
les solutions de l’equation differentielle 
d2u - - q(x) 24 + A224 = 0. 
dx2 
Toutefois, elle impose a la fonction q(x) une certaine decroissance 
a l’infini qui est indispensable. La Proposition 1 implique en effet, 
si h2 > 0, 
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D’autre part, pour q(x) = 6/(x2 + l), nous obtenons /3(0, X) = 
x + x3, ce qui montre que la proposition 1 ne peut &tre verifiee. 
COROLLAIRE. L’application de Ll dans Ll dkjinie par 
WC41 = .fW + j”; B(c 4fW dt (5) 
est telle que II u(fll, d (K + 1)llfll, . 
De’monstration. D’apres l’inCgalitC(2), on peut appliquer le 
theoreme de Fubini, et 
II Kf)ll, < Ilfii, + jm If(t)1 (j: I B(t, 41 x dx) dt < (K + l)llfll,. 
0 
PROPOSITION 2. I1 existe un nombreJini de valeurs de A2 non positives 
telles que x-‘p(A2, x) soit major& en module. Ces valeurs sont re’elles 
nkgatives et nous les noterons A, 2. Si nous notons alors L2, l’ensemble des 
fonctions telles que 11 f 1l22 = j: 1 f (x)1” dx soit fini, et si nous posons 
f(P) = jmf(x) /3(h2, x) dx 
0 
(6) 
M(h) = 1 -t j,” eeiAt p(t)&P, t) dt (7) 
l’t?galite’ suivante est &i$e’e, en moyenne quadratique 
En outre, 
Remarque. Ce resultat que nous ne demontrerons pas ici est une 
extension du theoreme de Plancherel due a H. Weyl [6], qui ne 
semble pas convenir parfaitement a notre probleme puisque L1 et L2 
sont d&finis avec des mesures differentes. Toutefois, nous pourrons 
en deduire tout ce dont nous aurons besoin, aprks avoir montrk le 
LEMME. I1 existe une fonction 1+4 de L1 telle que, si 
$(X2) = j; t)(x) y dx (10) 
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alors, 
I M(h)12 = 1 + $(P). 
De’monstration: D’aprb 1’CgalitC (l), I’CgalitC (7) peut s’krire 
M(h) - 1 = j,” l - e-2iAt q(t) dt 
2iA 
+ oj!<tq(t) lqt, y) l - e-iA(t+“) &’ + e-iA(t-y) dt dy. 
., 
L’inCgalitC (2) entraine 
jj YI q(t) B(t, r)l dt dr G jj tl q(t) B(t, r)l dt dr d K jm tl q(t)1 dt 
OGY4t o<ar<t 
0 
et les deux premihes intkgrales existent done. Alors, Ji a(t)B(t, y)d( t - y) 
est absolument intCgrable pour la mesure (t + y)d(t + y), et 
s; dW(t, y)d(t + Y) est absolument intkgrable pour la mesure 
(t - y)d(t - y). Alors, 
M(h) - 1 = j," ' -i;-iAx~(x) dx 
oh Y(X) est une fonction de L1. 
M(X) - 1 = j,” ’ -F hx Y(X) dx + jr y Y(X) dx. 
Soit maintenant le produit 
f 0 g(t) = ; j j fWl?(Y) dx dY 
IZ--Yl <t<s+v 
+ jm jm f@>dY) dx dY - jj f(XMY) dx dY* s=t ?J=.t z<t 
v<t 
XwZt 
On vCrifie que 
et que 
II&fog llz < 3llflL Ilg II2 
I 
oafOg(t)ydt = jIj(x) ’ -yhx dxj;g(y) ’ -yAy dy. 
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IM(X)I2-1 =2j;+(X)& 
+ [jr y r(x) dxlZ + r,, l - y Ax 44 q2 
now obtenons le resultat cherche avec 
I&) = 2$x) + r 0 r(x) + r 0 r(x). 
COROLLAIRE. Si M(0) # 0, I i existe une fonction y de L1 telle que 
De’monstration: L’operation notee o munit L1 d’une structure 
d’algebre de Banach dont les fonctions (sin hx)/X sont des caracteres. 
Nous avons d’ailleurs utilise ce resultat trivial pour demontrer le 
lemme. Le theortme de Plancherel, cas particulier de 1’CgalitC (8)) 
entraine qu’il ne peut y avoir d’autres caracteres. Si $(h2) ne prend 
jamais la valeur - 1, le theoreme de Wiener implique alors l’existence 
d’une fonction cp de L1 telle que 
h2) 
- S2) = l + $(A2) = 
I M(U2 - 1 = 1 _ 1 
I M(U2 i’ 
Le corollaire sera done Ctabli si M(A) ne s’annule pas. Nous avons 
suppose que M(0) # 0, et nous allons montrer qu’il en est de m&me 
pour h non nul: soit A, # 0 tel que M(h,) = 0. 
1 -I- sy cos h,t q(t) p(h,2, t) dt = j,” sin X,t q(t) /3(h,2, t) dt = 0 
et 
/3(h,2, x) = y + j’ sin Aot - t, q(t) ,6(ho2, t) dt 
0 
entrainent 
p(ho2, x) = - jm q(t) /?(ho2, t) sin A’: - t, dt. 
5 
Comme 
1 p(Xo2, t)l < K+, et 
0 
1 sin "Or - t, 1 < t, 
0 
I NV, x)1 < qL jm tl q(t)1 dt. 0 + 
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Soit NI tel que JtItjg(t)/& = Q. Pour x > N,, 
I P(h2)l < (K + 1 Yal ; en &p&ant le raisonnement, on obtiendra, pour 
x 3 Nl> ,Qo2 , x) = 0. On obtiendra alors de la m&me faGon le 
m&me rksultat, pour x > N2 , avec Jz t ) q(t)1 dt = *. 
En it&ant le pro&d&, on voit que ,!I(Ai, x) est alors nul quel que 
soit x. Nous obtenons done une contradiction, et M(h) # 0 si h # 0. 
Le corollaire est done dCmontrC. 
D@inition. En inversant la formule 
+ jz qx, y) sy dy, (1) 
nous obtenons 
0 
Posons 
sin kc -- 
x = P(h2, 4 + j:H(3E, Y) rfw7 Y) dY* 
PROPOSITION 3. L’application de L1 dans L1 dt;finie par 
mfw1 = m + 1,” 44 -+IYt) & (13) 
est telle que /I W(f)//, < C/If )I5 , ozi C est une constante Jinie, si 
Jf(O) # 0. 
Dbmonstration: Nous allons utiliser la Proposition 2 en remarquant 
que nous ne savons pas ZI priori si W( f ) est un ClCment de L1. 
Nous remarquons tout d’abord que 
jyp, x) = SF + j* B(x, y) SEA& dy (1) 
0 
est une fonction continue de h. La Proposition 2 entraine alors que 
,f3(hm2, x) est une fonction de L2 telle que, pour /\2 3 0, 
s 
co /3(X2, x) ,6(hn2, x) dx = 0. 
Alors, 
0 
y = B(h2, x) + j,” K(x, y) IV, Y) dy 
= B(h”, x> + jm W, Y> BP’, Y) dr. 
0 
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Si f est dans Lc2, ensemble des fonctions de L2 21 support compact, 
le theoreme de Fubini permet d’ecrire 
i'<q = j+ [B@", 4 + j," GY) W2,Y) dY] dx 
= jm W2, x) [f(x) +jm K(t, XV(~) dt] dx 
0 0 
= 
i 
; j3(h2, x) W[f(x)] dx = Wq) (AZ). 
De m&me, 
6h (L2) = jr kvn2, x) W~f(~)i dx 
= j;f(x) [@n2> 4 + j,” WY> B(h2, Y) dy] dx. 
Le crochet est nul et W/;))(Am2) = 0. L’CgalitC (8) s’ecrit alors 
~LfWl = 1 j;m lw> 4 & * 
D’apres le corollaire du lemme, et 1’CgalitC (I), 
W[f(x)] = 1 j,” [f(P) +f&$(X2)] r? + j: B(x, y) y dy] A2 dh 
= f(x) +“f 0 44 + j: %G YMY) + f 0 dY)l dY- 
D’apres l’inegalite (3), et comme Lc2 est dense dans L1, 
II w.f)ll, < (1 + II Y II& + 2~Nfllz = aa! 
et la Proposition 3 est demontree. 
Remarque. Nous avons introduit la condition M(O) # 0. Or 
M(0) = 1 + SD q(t) /3(0, t) dt = g (0,O) + 1,” 2 (0, t) dt 
0 
et la condition peut se mettre sous la forme 
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Nous allons maintenant obtenir le theoreme d’isomorphisme en 
supposant que cette derniere condition est realisee. 
LEMME. Soit E, l’espace engendrt? par les ,6(hn2, x). Posons 
L1 = E @ I. L’image de L1 par West contenue dans I. 
DCmonstration: 11 suffit de montrer que la projection de W[f (x)] 
sur E est nulle. D’aprb la Proposition 3, on peut appliquer le theoreme 
de Fubini, et 
jr WMI iWn2, 4 dx = 1,” Cn2, 4 [ .W + j-1 ~(4 4fW dt] dx 
= j)(x) [P(V, x) + I,; K(x, t) 8@n2, t> dt] dx = 0. 
THBORBME 1. Le produit f * g = W[U( f ) o U(g)] munit I d’une 
structure d’algdbre de Banach commutative. Pour ce produit, I est 
isomorphe d L1 pour le produit note’ o ; les algBbres des transfwmkes de 
Gelfand de I et de L1 sont identiques. 
De’monstration: D’apres le corollaire de la Proposition 1 et la 
Proposition 3, 
llf * g 111: G C(K + 1)” llfll, II g II5 - 
D’autre part, la demonstration de la Proposition 3 montre que, quels 
que soient f et g de I, 
6h=f 6d =& 
Or 
j)(x) ,V2, 4 dx = j;f(x) y dx + jr j:f(x) B(x, y)‘? dx dy. 
Comme on peut inverser l’ordre des integrations, 
Ceci entraine l’associativite du produit que nous avons defini et 
montre que I est muni d’une structure d’algebre de Banach commu- 
tative. Les applications U et W definissent bien un isomorphisme 
entre I et L1. 
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Remarque. On peut definir dans E un produit par 
otl snm = 0 si n # m et 6,, = 1 si n = m. Ce produit definit un 
isomorphisme entre E et C N. E @ I est alors isomorphe a 0’ 0 L1. 
Ceci montre que l’etude de la structure don&e a L1 = E @I par 
l’operation notee * se reduit a l’etude de l’operation notee o. En vue 
de cette etude, nous allons demontrer le resultat suivant: 
THBOR~ME 2. Les fonctions F(x) telles que F(0) = 0, quatre fois 
continument dkrivables, opbrent dans l’alg2bre des transforme’es de 
Gelfand de L1 pour le produit 
Nous obtiendrons ce resultat en montrant que, si CZ, n7J2an < co, 
CZ, a,(emis - 1) opere. Pour cela, nous allons demontrer la 
PROPOSITON 4. Si f est une fonction de L1 ci valeurs re’elles et si 
I/f (1% 2 1, il existe une constante k telle que 11 exp( if) - 6 II2 < kl] f 11L’2, 
ozi l’on a note’ 
f” =fn-l Of et exp(;f) - 6 = c $p. 
De’monstration: La methode que nous allons employer est analogue 
a celle utilisee dans [2]. Soient a > 0 et N entier, tels que 
I 
a o IfW dt + jm Na IfW dt d 1 
Posons 
f=$fn oh {supportf,} C [Na, cc) 
72=0 
et, si n # N {supportf,} C [na, (n + 1) al. 
Si p et q sont non nuls, on peut utiliser I’inegalitC de Minkowski 
pour montrer que f, o fq est un Clement de L2. 
580/2/I -5 
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D’apr&s les hypoth&ses sur les supports de fp 
pour P < 9, 
et f, ) nous obtenons 
(14) 
Posons 
F,., = [exp(if,> - 6 - ifd 0 exp 
et, si 
Alors, 
P z 4, F,,, = if, o [exp(z&) - 61 o exp . 
exp($) - 6 = exp(;f + z&) - 6 
N-l * 
I/ exp(;f> - 6 IL < e - 1 + elf IL + e C C II P,,, /h . 
q=1 a=1 
(15) 
Comme f est g valeurs rkelles, 1 p& 1 < J f, JJfp 1, et le thkorkme 
de Plancherel entraine, associC B 1’inCgalitC (14) 
Posons Fp,p = G4,p + Hg9 avec (support GpSp} n (support f&,} = $3 et 
@UPPO~~ G,.) = [su~(O, (4 - 0 + Ulfll,)~~, (q+ 1 + e(p + ~MlJ~l. 
L’inCgali& de HGlder entraine 
G II Ft,,, 112 (2e(p + lYif “’ + ‘) a (e + l)(q + l)lj f lip. 3 
Compte tenu de I’inCgalitC (16), et 1’inbgalitC llfljz 3 1, 
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D’autre part, f, of, a pour support [(Q - p - l)a, (4 -I- p + 2)a], 
ce qui entraine que, dans le developpement de l’exponentielle, se& 
les termes d’ordre superieur a eljfilz influeront sur HQ,p . La formule 
de Stirling entraine alors 
En reportant les deux dernieres inegalites dans (15), on obtient 
II exp(if) - 6 IL G 4W/17,“2 
et la proposition est demontree avec K = 40. 
Remarque. La relation F(x) = J” f (t) dt definit une application 
de Ll(x dx) dans Lr(dx). En intCgrant?par parties, on obtient en outre 
.i m F(x) cos xx dx = jqf(x) F ax. 0 
Comme enfin, F * G = f o g, le Theo&me 2 revient a la mise en 
evidence d’une sous algebre de l’algebre A(R) des transform&es de 
Fourier des fonctions de norme integrable sur la droite pour la 
mesure de Lebesgue, et cette sous algebre n’est pas d’analyticite. 
DEUXIBME PARTIE 
Nous commencons par rappeler certains resultats dus a V. Mar- 
chenko 14-j. Soit q( x une fonction telle que Jr (1 + x”)I q(x)\ dx < co. ) 
Les solutions de 
d2u -- 
dx2 
q(x) 7.4. + A% = 0 
u(0) = 1 g(o) = h 
s’ecrivent 
%(X2, x> 
avec 
Posons 
s 
Q cos Ax + c cos At dt + x q&(x, t> cos At dt, 0 s 0 
J *a ( K,(x, t)\ dt < Kh < co. 0 
I 
5 
T(P, x) = cos Ax + cos At dt. 
0 
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Cette Cquation de convolution s’inverse en 
cos Ax = T(h2, x) - 1: e’+‘T(P, y) dy. 
Alors 
Wh(h2, x) = T(h2, x) + (c - 1) 1: e”-ZT(h29y) dr 
Comme 
(c-1 I j; e”-zdx = / c - 1 I(1 - e-*) < / c - 1 I, 
la fonction 
A,(x, y) = (c - 1) eve-2 + K&(x, y) - 1% Kh(x, t) egwt dt (O,<Y <xl 
Y 
est telle que 
wh(A2, x) = T(h2, x) + j; A&, Y> T(h2, Y> dr 
I = I &(x, y)l 4 < 2& + I c - 1 I . 0 
Nous posons alors 
WC41 = f&4 + j,” A(t, 4fP) dt 
et I’inCgalitC 
II Kf)lL+, G (1 + 2& + I c - 1 I) Ilfll~,z (17) 
est vCrifiCe. En effet, on peut inverser I’ordre des intdgrations, et 
j m  / U[f(x)]l (1 + 4 dx < j m  IfWl (1 + 4 dx 
0 0 
+ jm If(t)I dt jt I Mt, 4 (1 + 4 h. 0 0 
Nous dbfinissons alors 
oh, comme dans 1’CgalitC (12), les hi reprhentent ies valeurs rkgatives 
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de A2 pour lesquelles (1 + x)%J~&~, X) est born& et ou &(x, Y) est 
solution de 
2-(X2, x) = w&(X2, x) + jg &(x, Y) %(A21 Y> dY- 
0 
Nous definissons alors 
et nous allons demontrer 
THBORBME 3. Soit E, l’espace engendre’ par les wh(hn2, x). Posons 
L1(( 1 + x) dx) = E @ I. Le produit 
f * &> = J+’ 1; j; (uLf(x + t>l + WC x - t I)]) U[g(t)l dt 
munit I d’une structure d’algtbre de Banach commutative. Pour ce 
prod&, I est isomorphe C? L1((l + x) dx) pour Ee produit 
f -&4 = ; j, Cf(x + t) +f(l x - t l)lg(t) dt 
+; ss f(u) gW du dv. u+v>z> /u--B1 
Les algbbres des transformkes de Gelfand de I et de L1((l + x) dx) sont 
identiques. 
De’monstration: 11 suffit de montrer l’existence d’une constante C 
telle que 
II wm+, G wYl1+r * (18) 
Les inegalites (17) et (18) p ermettent alors de conclure de la m&me 
facon que au Theo&me 1. 
Pour demontrer (18), nous allons encore utiliser les resultats de 
V. Marchenko [4j. 
s 
z 
w&v, x) = cos Ax + c cos At dt + 5 I&(x, y) cos Ay dy 
0 I 0 
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s’inverse en 
cos Ax : uh(h2, 3) + jr Hh(x, Y) Wh(h2, Y) 4. 
On peut alors poser 
lh(x, Y) = 
et 
WWI = f(x) + jm Ja(c Mt) dt 
0 
Comme d’autre part, 
I 
2 
T(h2, x) = cos Ax + cos At dt, 
0 
les applications V et W sont likes par la relation 
Marchenko a montr6 que, si ~~(0, x) n’est pas born& il existe une 
fonction h, de L1((l + X) dx) telle que 
JTf(41 = IT4 + f * M4 + 44 
oh f est complttCe par parit pour calculer f * h, , 
Oh 
s 
m 
--m h,(x) e-fA” dx = - $+q - 1, 
Oh 
M(h) = hi + h + j)+ q(t) wh(x2, t) dt, 
Alors, 
w[j-(x)] = f(x) + f * h,(x) + jmfP) dt + 4 * fkf) dt + R(x) 
22 x 
Oil 
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d’ou 
II Wll1-m G clllflll+~ JW (t + $) I QW dt = c,llfll1+z *
0 
En completant f par une fonction impaire, et en posant 
J(h) = JTrn f (x)e-iAz dx, on obtient 
j-)(t) dt + h, * J;f(t) dt = j-m --(o +qhl dh = f * U4. 
En utilisant la m$me demonstration que Marchenko, on montre 
alors que ha , q ui possede les m&mes proprietes que h, , est une 
fonction de Li((1 + X) dx). 
Comme 
Wf(4l = f(x) + f * k(x) + f * M4 + W) 
et comme 
s m (1 + I x I) If * 44l dx -cc 
on obtient l’inCgalitC (18) avec 
C=l +2Jm (1 +lxl)lh,(x)+h,(x)ldx+c,. 
--m 
Remarque. Soit 6, , la masse de Dirac au point a. Comme 26, o 6, 
est la fonction caracteristique du segment [0, 2a], on a, dans 
Li((1 + X) dx), la relation 
11 existe done une fonction f de L1((l + X) dx) telle que 
1) exp(if ) - 6, 111+2 > ellf111+=/2, oti l’exponentielle est prise pour le 
produit f * g = Qf I g + f o g. L1((l + X) dx) est alors une algebre 
d’analycite. 
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